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Kielentaminen matematiikan opiskelussa

Abstrakti. Kasittelen matematiikan didaktiikan nékokul masta matemaattisen
gattelun ja kielen yhteyttad. Kieli voidaan ymmartda puhuttunatai kirjoitettuna
aidinkielend, piirroksina, ilmeing, eleinatal symbolikielind kuten matematiikan kieli.
Oppilaiden mielestd oman matemaattisen gjattelun kuvaaminen toisille on usein
vaikeaa. Tahankin taitoon voi harjaantua. Matematiikan kielentdminen auttaa
oppilasta jasentamaan ajattel uaan, ja toisaalta sen avulla oppilaan oma gjattelu tulee

nakyvaksi muille.

Asiasanat: matemaattinen ajattelu, kieli, kielentdminen
1. Johdanto

Tyypillinen koululaisen matematiikan vihko sisdltéa padasiassa laskulausekkeita,
laskutoimituksia jatuloksia. Tehtavien ratkaisujen esittdmistapa ei ole juurikaan
vaihdellut vuosikymmenten saatossa, vaan on jatkunut samantyyppisena
peruskoulusta aina lukioon asti. Tehtavien matemaattiset ratkaisut, voivat olla
monivaiheisia soveltavia tehtavig, mutta esitystapa on korostetun niukka, tasmallinen
japersoonaton. Ratkaisuun johtanut oppilaan gjattelu on vain arvailtavissa vihkoon
Kirjatuista matemaattisista lausekkeista. Niiden ymmartaminen esimerkiksi
tauluesityksessa saattaa pelkistetyssa muodossa ilman verbaalista selitysta jaéda
hamaréksi tehtavad osaamattomille oppilastovereille. Tiivis esitystapa kulminoituu
matematiikan ylioppilaskirjoituksissa, joiden tuloksiatarkastellessaan
ylioppilastutkintolautakunnan puheenjohtgja Lahtinen on toistuvasti esittanyt
huolensa opiskelijoiden puutteel lisesta argumentointitaidoista (esim. Dimensio 6/99).

Eri oppiaineista ilmeisesti matematiikan vihkoissaon véhiten oppilaan omaa



aidinkielta. Se on kuitenkin juuri se kieli, jonka avulla oppilas gjattelee jailmaisee

itsedan eniten myos koulumatematiikassa.

Uusissa perusopetuksen opetussuunnitel mien perusteissa (Opetushal litus 2003) on
Kirjattuna matematiikan tavoitteissa kaikkiin nivelkohtiin oppilaan taito esittda
ratkaisujaan ja paatel miagan niin kirjallisesti kuin suullisestikin. Esimerkiksi
kuvauksessa oppilaan hyvasta osaamisesta 2. luokan paéttyessa todetaan seuraavaa
(Opetushallitus 2003, 103):

" Oppilas pystyy tekeméaan perusteltuja paatelmia ja selittdmaan toimintaansa ja osaa
esittaa ratkaisujaan konkreettisin mallein ja valinein, kuvin, suullisesti ja
kirjallisesti.”

Sama taitotavoite on myds hyvan osaamisen kuvauksessa 5. luokan pééttyessa
(Opetushallitus 2003, 105):

" ... hén pystyy kommunikoimaan havainnoistaan ja ajatuksistaan monipuolisesti,

toimimalla, puhumalla, kirjoittamalla ja symbolien avulla.”

Oppilaan monipuoliseen ilmaisuun matematiikan tunneilla on siis kiinnitetty
huomiota myos valtakunnallisesti. Oppimisen teoreettisena viitekehyksena voidaan
tall& hetkell& pitéé sosiaalista konstr uktivismia, jossa korostetaan tiedon sosiaalista
jakulttuurista alkuperda. Erityisesti kielen asema on keskeinen. Ernest (1996) nékee
sosiaalisen konstruktivismin ldhtokohdiksi seka Piaget’ n yksilOkeskeista etta
Vygotskin sosiaalista kontekstia ja kielen merkitystéa korostavat teoriat, joissa oppija

nahd&&n oman tietonsa rakentajana

2 Matemaattinen ajattelu

Matemaattinen gattelu (mathematical thinking) on kasitteena esiintynyt pitkaan seka
ainedidaktisessa kirjallisuudessa (ks. Joutsenlahti 1997) ettd myods kouluhallinnon

asiakirjoissa. Eri kirjoittgjat maarittelevét sen kuitenkin eri tavoilla. Sternberg (1996)



Taulukko 1. Erilaiset |&hestymistavat matemaattisen gjattel un tutkimukseen ja
Sternbergin (1996) luokitusta mukaillen.

L &hestymistapa matemaattiseen
gatteluun Keskeisia tutkimuskohteita

Psykometrinen Kykyfaktorit

Informaation prose%| ntia tutkiva M atemaatti sessa ongel manratkai sussa tarvittavat mentaaliset
prosessit, matemaattinen ymmarrys, tiedon kasite

Antropol 0g| nen Kansallinen kulttuuri, arkipéivan matematiikka

pedagogi nen Matematiikan oppimisen ohjaaminen, oppijoiden asentest,
uskomukset ja sosiadiset suhteet

Tiedematematiikan Ajattelun esteettisyys, oppijan itsd uottamus, anal oginen pééttely,

tiedon struktuurien ymmértaminen, ongelmien tulkinta, visuaalinen
paattely, kdanteinen gjattelu ja gjattelun joustavuus

totesi, etta matemaattisen gjattelun tutkijoiden erilaiset tutkimuslahtokohdat johtavat
rakenteellisesti erilaisiin maaritelmiin, joissa on kéytetty toisistaan poikkeavia
kasitteitd. Taulukossa 1 on koottuna Strenbergin erottamat matemaattisen ajattelun
tutkimuksen lahestymistavat ja keskeiset kohteet. Sternberg (1996) antaa
esimerkkej erilaisista lahestymistavoista matemaattiseen gjattel uun. Psykometriikan
tutkija kysyy, mitka kykyfaktorit ovat keskeisia matemaattisessa gj attel ussa.
Kognitiivisen psykologian tutkija puolestaan kysyy, mitk& mentaaliset prosessit ja
representaatiot ovat relevantteja matemaatti sessa gjattel ussa. Kulttuuriorientoitunut
gattelun tutkija maarittéd, mitk& gjattelun elementit ovat vuorovaikutuksessa
kulttuurin kanssa. Koulutuksen tutkija miettii, mitk& oppilaan ohjaamisen periaatteet
ovat relevantteja matemaattisen gjattelun kehittymisessa. Matemaatikko saattaa
kysyd, mitka ajattelun nakdkulmat ja oppijan affektit ovat tarkeita gjattelulle. Erilaiset
|ahestymistavat painottavat kukin eri tavalla matemaattiseen gjatteluun vaikuttavia
tekij6ita, joita voidaan kuvat prototyyppimallien (prototypical model) avulla
Prototyypilla tarkoitetaan tyypillisté joukkonsa edustajaa, joka voidaan muodostaa
piirteiden keskiarvo- tai frekvenssimallina (Silfverberg 1999, 69).




Esimerkkina tiedon prosessointia kuvaavasta |ahestymistavasta olkoon Burtonin
teoria (1984, 38), jossa matemaattisen g attelun keskeisina prosesseina pidetaan
seuraavia: tésmentaminen, otaksumien arvailu, yleistaminen ja vakuuttuminen (liséa
esim. Yrjonsuuri 1990, Pehkonen 2000). Tiedon luonne on noussut tarkedksi
tutkimuskohteeksi kuvattaessa gjattelua. Erityisesti tiedon jako proseduraaliseen ja
konseptuaaliseen tietoon (tarkemmin artikkelissa Hiebert ja Lefevre, 1986) on ollut
esilla gattelun tutkimuksessa (esim. Haapasal o 1998, Joutsenlahti 2003). [Imeisesti
tutkijoiden ei ole mitaan syyta pyrkia yhteen kaiken kattavaan matemaattisen
gattelun maéritelmaan. Tutkija voi painottaa kyseisen késitteen maarittelyssa

valitsemansa nakokulman esille tuomia ké&sitteen keskeisia piirteita.

3. Kieli ja ajattelu

Kieli maaritellaén tavallisimmin symbolien jarjestelméksi, jossa symboli eli
kielellinen merkki koostuu sisdllosta ja muodosta. Kielellisella merkilla on vastaava
suhde edustamaansa todel lisuuteen kuin kartalla maastoonsa. (Koppinen ym. 1989).
Kidli sisaltda puhutun ja kirjoitetun kielen lisdksi kuvat, ilmeet, eleet sekd mm.
matematiikan symbolikielen. Kieli on mukana kognitiivisissa kehitysprosesseissa.
Vygotski (1982) toteaa, etta kieltd ja gjattelua el voi erottaa toisistaan kouluikaisilla
Kielen tehtavéat voidaan luokitella esimerkiksi seuraavasti (Koppinen ym. 1989,
Orpana 1992) : kieli on gattelun, tiedonhankinnan ja— valittamisen, vaikuttamisen,
sosiaalisten suhteiden luomisen ja yllgpitamisen, tunteiden ilmaisemisen, kielellisen
luomisen sekd oman ja toisten kayttaytymisen saételemisen valine. Matematiikan
opiskelussa nousevat esille erityisesti nelja ensimmaista tehtavéd. Kielen avulla
oppilas jasentéa g attel uaan ja valittéa sitd muille. Han perustelee ja reflektoi
kasityksidan kielen avullaja voi siten saada itsensd ja muut vakuuttuneiks gjattelunsa
oikeellisuudesta. Kielen kautta tapahtuvat myds tunteiden, asenteiden ja uskomusten

ilmaiseminen, jotka kaikki vaikuttavat myos keskeisesti matematiikan opiskeluun.



Kéasitteen sisalto
- assosiaatiot
-mielipiteet
-aikaisemmat tiedot
-havainnot

K &sitteen ilmaisu Ulkoinen tarkoite

-puhuttu tai kirjoitettusana | _ _ _ o o= === -esine, asia, ilmig
-symbolit (mm. mat. kieli) L - ominaisuus t_ms_
-piirrokset, eleet tms. ESITTAA -toimintamateriaali
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Kuva 1. Oppilaan gattelun ja kielen yhteys yksilon oppi misprosessi ssa.

Hgines (2000) on selvittanyt matemaattisten kasitteiden syntya koulun alaluokkien
oppilailla teoksessaan Matematik som sprak, jossa han nostaa kielen merkityksen
keskeiseksi matemaattisten kasitteiden oppimisessa. Tassa teoksessa on luotu
k&ytannon laheinen malli oppilaan oppimisprosessista. Malli j&&a hieman
epamééraiseksi kasitteen kehittymisen kuvailun osalta verrattuna esimerkiksi
Vygotskin teoriaan. Hgines ei huomioi oppijan kehitystason vaikutusta kasitteiden
oppimiseen (yhdistelmékasitteet, aidot kasitteet), sill& han on tutkinutkin vain tietyn
ikdisia lapsia. Olen muokannut kyseistd mallia (kuva 1) sen puutteista

huolimatta, silla mielestéani se on kdytannon laheinen ja palvelee tassa

artikkelissa esittamiani nakdkohtia kohtuullisen hyvin.



Uusien kasitteiden opiskelun |ahtokohtana tulee olla oppilaiden olemassa olevat
tiedot ja taidot, jotka he kokevat merkityksellisiksi. Késite muodostuu kasitteen
sisdllostd jailmaisusta. Namé ovat kuin paperin kaksi puolta: eroteltavissa toisistaan,
mutta kuitenkin erottamattomat. Toista el voi olla olemassa ilman toista. Kasitteen
sisaltd viittaa aina johonkin ulkoiseen tarkoitteeseen, joka voi olla esine, asia,
ominaisuus tai mika hyvansa havaittava kohde. Kasite on tamén tarkoitteen
representaatio. |Imaisu voi olla puhuttuatai kirjoitettua kielté, symboleja, piirroksia

yms.

M atemaattisten kasitteiden opetuksessa toimintamateriaali on todettu erinomaiseksi
opetusvalineeksi (esim. Lindgren 1990). Toimintamateriaalin ja
tarkoituksenmukaisten esimerkkien avulla oppilas luo mentaalimallia ké&sitteesta.
Tahan vaikuttavat opiskeltavaan asiaan assosioituvat oppilaan aikaisemmat tiedot,
kokemukset ja uskomukset. Kun oppilas saa ilmaista opiskeltavan kasitteen sisaltoa
itse valitsemallaan tavalla (puhumalla omalla terminologiallaan, piirtamélléjne.), niin
opettajaja muut oppilaat saavat kuvan tdman oppilaan kéasitteen ymmartamisesta.

M atemaattisen kasitteen kielentaminen on myds osa oppilaan kéasitteen
konstruointiprosessia. Oppilaan ilmaistessa muille kasitteen sisaltéa han joutuu
pohtimaan kasitteen keskeisid piirteitaja reflektoimaan seka jasentamaan
matemaattista ajattel uaan. Muut oppilaat voivat samalla verrata oppimansa kasitteen
sisdltoa toisen oppilaan ilmaisuun ja muovata keskustelun avulla sekéa omaansa etta
toisten oppilaiden késitteen sisdltda. Oppilaan ilmaisussa tulevat esille myds hdnen

asiaan liittyvat uskomuksensa.

4. Opettajan ja luokkayhteisdn rooli matematiikan kielentamisessa

Opettajan tarkea tehtdva on suunnitella opetus érjestelyt, joissa toimintamateriaalit,

esimerkit, mallit yms. on etukéteen tarkoin harkittu. Opettaja saa viitteita oppilaan



Oppilas
- muokkaa sisdtoa

kokemusmaai Imansa kawtta
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mydsitse gatteluaan
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sisalléon muovautumista
' © JoJo

Kuva 2. Oppilaan matemaattisen gjattelun kielentédmisen merkitys opettajan ja
muiden oppillaiden nékokul masta.

g attel uprosesseista seuraamalla oppilaan toimintaa ja arvioimalla oppilaan kasitteen
kielentdmisessd syntyvdd kuvaa (kuva 2). Jos opettgja kannustaa oppilasta
matematiikan tunneilla my6s epaformaalin  kielen kaytt6on eli kertomaan
gjatuksistaan omin sanoin , niin talloin opettaja paésee kaikkein 1&himmaksi oppilaan
gattelua. Taman pohjalta opettgja voi tehda uusia opetugarjestelyja ja siten antaa

oppilaalle mahdollisuuden muovata edelleen mentaalimalliaan késitteesta.

Nykydaan oppilasryhmét ovat suuria, joten vain pieni osa oppilaista voi tunnin aikana
kielentédd omaa matemaattista ajattel uaan opettajalle ja muulle luokalle. Taman
vuoksi oppilaita tulisi ohjata sel ostamaan matemaattisia ratkaisujaan vaihe vaiheelta

myds vihkoonsa. Vihkossa oppilas voi jasentééd omia soveltavien tehtavien



ratkaisujaan pienilla véliotsikoilla - Autojaon yhteensa ... kappaletta, Rahaa kului
ostoksiin yhteensi ... euroa, Kilohintaon ... euroa- javéhitellen opetella
kirjoittamaan esiin ratkaisunsa johtogjatuksen. Tallainen gattelun kielentdminen
avaa opettajalle mahdollisuuden arvioida jokaisen oppilaan gjattel uprosessia ja
kaytettyjen kasitteiden sisallon oikeellisuutta. Pelkk& matemaattisten lausekkeiden
jono vihkossa tal taululla e viela valttamétta kerro lukijalle perusteluja, miksi juuri
nain on tehty ja mika on ratkaisuperiaate. Muille esitetyissa ratkaisuissa, joko taululla
tai piirtoheittimellg, valiotsikointi j&sentda esityksen helpommin seurattavaksi, kun
oppilas itse viela selittéa ratkai sunsa periaatteen ja perustelut. Samalla oppilas my6s
jasentdd omaa gjattel uaan, ja opittu tieto voi muuttua konseptuaaliseksi, kun se

verkottuu muihin tietoyksikoihin kielen kautta.

5. Ajatus selkeaksi, ajattelu ndkyvaksi

Nykyisissa tydyhteisoissa vallitsee usein tiimigjattelu. Taméan mukaan jokainen tiimin
jasen tekee omaa osaansa tiimin tyOurakasta ja kykenee esittamaan muille tiimin
jasenille omaa tydosuuttaan. Tyodskentely on usein yhteistoiminnallista ja oman
gattelun kielentdminen muille on keskeinen osa tiimin tyoskentelya. Tama koskee
myds matemaattisten ongel mien parissa tyoskentelevia. Koulu ei ole kiinnittanyt
kovin paljon huomiota matematiikan tunneilla tdman valmiuden hankkimiseen.
Globaalissa maail mantal oudessa matematiikan taitajan pité4 osata kielentéa

g atteluaan asiasta kiinnostuneille jopa useammalla kuin yhdell& luonnollisella
kielell& Harjoittelun pitéa kuitenkin alkaa omalla @dinkielell& jo aaluokilta
Meill&kin suosiota saavuttanut niin sanottu unkarilainen matematiikka on huomioinut
pienten oppilaiden ilmaisujen merkityksen matematiikan oppimisessa (kts. Naatanen
2001).

Matematiikan kielentdmiseen liittyva tutkimus on Suomessa alkuvaiheessa. Keskeisia

tutkimuskysymyksia ovat mm. mill& kehityskausilla oppilaat hallitsevat erilaisia



tapoja kielentda gjatteluaan ja minkdalaiset tavat ovat luontevimpia kullakin
kehityskaudella. Forsblom (2003) on selvittanyt, ettd jo peruskoulun 2. luokalta
|ahtien ainakin osa oppilaista kykenee kielentaméan gjattel uaan kirjallisesti.
Hameenlinnan normaalikoul ussa tehdyissé kokeiluissa 6. luokkalaiset pystyivét
esittamaan monipuolisesti ja jasentyneesti omia ratkaisujaan kirjallisena kuuden
viikon kielentamisprojektissa kevaalla 2003. Projektien tuloksista raportoidaan
my6hemmin. V uonna 2001 kokeilin matematiikan kielentamista didaktisen
matematiikan aineopintoihin (15 ov) kuuluvallakurssilla”Matematiikkaa
tietokoneympéristossd’. Talla kurssilla opiskelijat saivat laatia annettuihin tehtaviin
ratkaisun kertomuksen muodossa siten, ettd oma ratkaisuprosessi kielennettiin
tarvittavien laskutoimitusten valiin. Laskutoimitukset, joihin kuului myos
symbolinen laskenta, hoiti matemaattinen |askentaohjelma. Opiskelijalle j& vain
g attelunsa esittaminen. Samalla héan jasensi gatteluaan, ja oli ndhtavissa, etta
ratkai sun myo6ta tapahtui my6s ymmarryksen kasvua tehtévan vaatimista

matematiikan kasitteista

Y hteenvetona matematiikan kielentémisesté voidaan sanoa, etté yksittdisen oppilaan
matemaattisen g attel un kielentdmisen kautta oppilas itse jasentéa ja syventéa omaa
gjatteluaan seka luokan muut oppilaat voivat sen pohjalta reflektoida ja kehittéa

g atteluaan. Opettgjalle oppilaan gjattelu tulee nakyvaksi ja se on hyva pohja
pedagogiselle suunnittelulle. Oman gjattel unsa kirjoittaminen nakyvaksi
laskutoimitusten liséksi matematiikan vihkoon on ty6tapa, joka varhain opittuna tulee
helpottamaan opiskelua my6hemmin ja lisédméan matematiikan kéasitteiden
ymmartamista. Tie matematiikan kasitteistoon ja symbolikieleen kay koulussa
aidinkielen kautta, joten é@dinkieli on avainasemassa my0s oppilaan matemaattisen

gattelun tulkkina opettajalle ja muille oppilaille.
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